Patru probleme originale

enunturi

Problemele sunt prezentate in ordinea crescatoare a dificultatii.

Problema 1

Determinati toate functiile f : Q — Q cu proprietatea ca
f(zfy) +1) =y f(z) +1

pentru orice z,y € Q.

Problema 2

Fie a,b numere naturale nenule si sirul (z,)n>0 definit prin g = a, 1 = b si

Z,,1 = cmmmc(zg, Ty, .. ., L,) + cmmdce(zg, zq,...,2,), n> 1
Fie p un numar prim care divide un termen z, cu n > 3. Demonstrati ca:
(a) daca p | cmmdc(a, b), atunci p divide toti termenii sirului;

(b) daca p { cmmdc(a,b), atunci p divide exact un termen al sirului si, in plus, p = 3 sau
p=1 (mod 6).

Problema 3

Fie ABC un triunghi ascutitunghic, O centrul cercului sdu circumscris si 7 tangenta in A
la cercul circumscris. Fie B; si C; simetricele punctelor B, respectiv C' fata de dreapta T,
si fie P,Q simetricele punctului A fata de B, respectiv C. Fie M centrul cercului
circumscris triunghiului OB;C}, iar X punctul de pe semidreapta (MA pentru care
MA-MX = MO?. Demonstrati ca punctele P, Q, O, X sunt conciclice.

Problema 4

Vlad si Iorgu joaca urmatorul joc pe o tabla dreptunghiulara m X n, cu m,n > 2, avand
la dispozitie k > 2 culori numerotate 0,1,...,k — 1. Initial toate casutele sunt necolorate.
Incepand cu Vlad, cei doi lovesc alternativ cite o cdsutd cu un ciocan: o casutd
necolorata primeste culoarea 0, iar o cdsutd de culoare j trece in culoarea j 4+ 1 (mod k).
Vlad castiga daca, dupa o mutare oarecare, pe tabla exista trei casute de aceeasi culoare
dintre care doua se afla pe aceeasi linie si doua pe aceeasi coloana; Iorgu urmareste doar
sa impiedice acest lucru, oricdt de mult ar dura jocul.

Determinati toate tripletele (m,n, k) pentru care Vlad are strategie de castig.




